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Tema 1.1

Numere naturale. Operatii cu numere naturale

Multimea {0,1,2,3,4,...} a numerelor naturale se noteazi cu N.
Multimea N\ {0} este multimea numerelor naturale nenule; ea se noteazi cu N*.

Cu numerele naturale putem efectua urmitoarele operatii:
- operatii de ordinul I: ~ adunarea si sciderea;
- operatii de ordinul II: inmultirea si impértirea;
- operatii de ordinul III: ridicarea la putere.

Proprietatile adunarii si inmultirii numerelor naturale

= : 2 a+b=b+a
a. Comutativitatea: pentru orice numere naturale a i b avem: iy
a-b=b-a

(a+b)+c=a+(b+c)
(a-b)-c=a-(b-c)
c. 0 este element neutru la adunare: a+ 0= 0+a = a, pentru orice numir natural a.

1 este element neutru la inmultire: a-1=1-a=a, pentru orice numar natural a.

a -(b —a-b+a-
d. Inmultirea este distributiva fata de adunare si fata de scidere: {a btse il

b. Asociativitatea: pentru orice numere naturale a, b, ¢ avem: {

a-(b—c)=a-b—a-c’

Operatiile cu numere naturale si relatiile de egalitate/inegalitate
1. Fiind dati o egalitate a =5 intre dous numere naturale, egalitatea se pistreazi daci:

a. In ambii membri se aduni acelasi numér natural: a=b=>a+c=b+c;
b. din ambii membri se scade acelasi numar natural: a=b=>a-c=b-c;
c. ambii membri se inmultesc cu acelasi numir natural: a=b—ia-c—b-c;

d. ambii membri se impart la acelasi numar natural nenul: a=b—>a:c=b:c.
2. Adunind sau inmultind membru cu membru doui egalititi, egalitatea se pastreaza:

+ a=b = atc=b+d
daci atunci :
c=d a-c=b-d
3. Fiind dat3 o inegalitate @ <b intre doua numere naturale, inegalitatea se pastreaza daci:
a. In ambii membri se aduni acelasi numar natural: a<b=>a+c<b+c;
b. din ambii membri se scade acelasi numir natural: a<b=>a-c<b-c;
¢. ambii membri se inmultesc cu acelasi numar natural nemul: a<b=a-c<b-c;
d. ambii membri se impart la acelasi numér natural nenul: as<b=aic<b:c.

Teorema impartirii cu rest. Oricare ar fi numerele naturale a si b, cu b # 0, existid
numerele naturale g i 7, unic determinate, astfel incat:a=5b -q +rsi 0<r<b.

Numirul g se numeste caful impdrtirii, iar numérul r se numeste rest.

Exemplu. Fiind date numerele 23 si 5, existi si sunt unice numerele naturale 4 si 3 astfel incét s3
avem:23=4-5+3s5i3<5.Deci23: 5=4rest3.
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Puterea cu exponent natural a unui numar natural

Fie a si n doud numere naturale, cu n> 2. Produsul a » factori egali cu a se numeste
puterea a n-a a numarului natural a si se noteazi a”.

Scrierea @” se citeste ,,a la puterea n” sau ,,puterea a n-a a numdrului a”. in aceastd
scriere, a se numeste baza puterii, iar n se numeste exponentul puterii.
Asadar:a-a= &,a-a-a=a, si,in general, g-a-a-...a=a",pentru n>2.
n factori
Prin conventie, @' = a si a” = 1, pentru orice numdr natural a # 0. Nu are sens 0°.
Patrate perfecte. Numerele naturale care pot fi scrise ca puterea a doua a unui numar
natural se numesc pdtrate perfecte.

Exemple. 81 si 225 sunt patrate perfecte, pentru ci 81 = 9% 5i 225 = 15°.

Cuburi perfecte. Numerele naturale care pot fi scrise ca puterea a treia a unui numér
natural se numesc cuburi perfecte.
Exemple. 27, 125 si 64 sunt cuburi perfecte, intrucit 27 = 3°; 125=5% 64 =47 .

Ultima cifra a puterii unui numar natural. Deoarece ultima cifrd a unui produs de
numere este ultima cifrd a produsului ultimelor cifre ale numerelor date, avem:

1. Numerele care se termini cu cifrele 0, 1, 5, 6, ridicate la orice putere nenuld, se vor ter-
mina cu aceleasi cifre.
2. Ultima cifra a puterilor nenule ale numerelor terminate in 4 sau 9 se repetd din 2 in 2:
a. puterile impare ale numerelor terminate in 4 se termind in 4, iar puterile pare
nenule se termina in 6;
b. puterile impare ale numerelor terminate in 9 se termind in 9, iar puterile pare
nenule se termind in 1.
3. Ultima cifrd a puterilor nenule ale numerelor terminate in 2, 3, 7 sau 8, se repetd din 4 in 4.

Reguli de calcul cu puteri.Fie a, b, m, n numere naturale, cu a,b #0.

1.Inmultirea puterilor cu aceeasi baza: a”-a" =a"

+n

2.impirtirea puterilor cu aceeasi bazi: @ :a" =a™ " , pentru orice m2n

3.Puterea unei puteri:  (a™)" =a™"

4.Puterea unui produs: (a-b)" =a" -b"

5.Puterea unui cat: (a:b)" =a" :b" , pentru orice a,b € N* astfel incat a: b.
Observatie. Sunt situatii in care identititile de mai sus se folosesc si sub forma:

n 2. am—n = am :an 3. am-n = (am )n

1. am+n . am .a
4.4"-b" =(a-b)" - regula de inmultire a puterilor cu acelasi exponent

5.4" :b" =(a:b)" - regula de impartire a puterilor cu acelasi exponent
p

Ordinea efectuarii operatiilor
1.Daci intr-un exercitiu sunt operatii de acelasi ordin acestea se efectueaza in ordinea
in care sunt scrise, de la stinga la dreapta. Pentru a usura calculul, putem folosi proprietatile
de comutativitate i asociativitate ale adundrii si inmultirii:
Exemple. a.27+15-32=42-32=10. b.32-.5:8-2=160:8-2=20-2=40.
€.137 + 455 + 63 + 45 = (137 + 63) + (455 + 45) = 200 + 500 = 700.
d.4.231-25=(4-25)-231=100-231=23 100.



3. Dach intr-un éxercitiu sunt operatii de ordine diferite se efectueazi, daci existd, mai
intdi operatiile de ordinul trei, apoi operatiile de ordinul doi i, in final, operatiile de ordinul
intai, respectand de fiecare dati ordinea in care sunt scrise, de la stinga la dreapta.

Exemple. a.24:2>-5=24:8-5=3-5=15.

b.340: 17 +(5*) : 5'°=700:35=340: 17+ 5% 5'°~700:35=
=340 17+ 5*—700: 35 =340: 17 + 25 —700: 35 =20+ 25 —20=25.

3.Daci intr-un exercitiu existd si paranteze, se efectueazi mai intéi toate operatiile din
parantezele rotunde, apoi cele din parantezele drepte (dacd exista) si in final din acolade
(dac3 existd) si in final ce avem in afara acoladelor (daca exista), respectand de fiecare data
ordinea in care sunt scrise, de la stdnga la dreapta.

Exemple. a.(38+275:25)-10-34-11=(38+11)- 10-374=49-10—-374=116.

b. 40-[100:4 +5-(32 +48048:24)] + 2011 =

Calculim paranteza rotundi: 32 +48048: 24 =9 +2002 = 2011.

Calculdm paranteza dreapta: 100: 4 +5 - 2011 =25 + 10055 = 10080.
Reconstituim exercitiul: 40 - 10080 + 2011 =403200 + 2011 =405211.

Factoriale. Produsul primelor » numere naturale nenule se noteazi n! si se citeste ,.n
factorial’. Prin conventie, 0!=1.
Exemple. 2!=1-2=2, 3!=1-2-3=6, 41=1-2-3-4=24, 5!1=120, 7!=5040 .

Suma primelor » numere naturale nenule. Sume Gauss

Teorema. Pentru orice numir natural n>1 are loc egalitatea:
[(+2+. +n=n(n+1):2]

Intr-adevir, notand cu S suma primelor # numere naturale nenule, avem:
S=1+ 2 + 3 b.tm 1ltn
S=pt@=Dr m—-2)+=. L 2R
Adunind membru cu membru cele doua relatii, obtinem:
2S=(1+n)+Q+n-D+@+n-2)+...+(m@-1+2)+(n+1),
adici 2S=n+1)+@+1)+...+(n+1)=n(n+1),deunderezulta S =n(n+1)=2.

=
n paranteze

La fel putem proceda pentru a calcula suma unor numere care se obtin numarand din
in r incepand de la primul termen al sumei, unde »# 0 este un numar natural dat.

Exemplu. Calculati suma S =20+23+26+...+254+257 .

Mai intii aflim numarul de termeni ai sumei (cu mefoda contorului). Termenii sumei sunt din 3
in 3 si, observand cd 20=3-6+2, 23=3-7+2..,, 257=3-85+2, rezulti ci numarul termenilor
sumei este egal cu numarul de numere naturale de la 6 la 85, adicd 85-6+1=80.

Scriem suma cu termenii asezati in ordine crescitoare, apoi, sub ea, aceeasi suma, cu termenii
asezati in ordine descrescétoare, dupa care adunam termen cu termen.

S=20+ 23 +26 +...+254+257
S =257+254+251+...+ 23 +20
28 = 2074+ 271+ 21T+ 21T £21T = 80-277 =22160, deci S =22160:2=11080.

80 termeni (numirul termenilor sumei S)
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Probleme propuse

PARTEA 1. La urmiitoarele probleme scrieti numai rezultatele.

0 N O U1 A W N =

17.
18.
19.
20.
21.
22.

23.

24.

25.
26.
27.

28.
29.

30.

. Scrierea numarului trei sute de mii opt este egalicu ... .

. Cel mai mic numér natural de trei cifre cu cifra zecilor 7 este egal cu ... .

. Aproximarea lui 345672 prin lipsa, la mii este egali cu ... .

. Dintre numerele a = 102030, 5 =123450 si ¢ =102100 mai mare este ... .

. Cel mai mic numér natural cu produsul cifrelor 12 este egal cu ... .

. Secventa 3, 6,9, 12, ..., 33 contine un numir de ... numere naturale.

. Numérul numerelor naturale impare de forma a2b este egalcu....

. Daci pe axa numerelor sunt reprezentate punctele O(0), A(11),B(7)si C(23), atunci

ordinea punctelor O, 4, B, C pe axi este ... .

. Rezultatul calculului 19027 + 9278 este egal cu ... .
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

Rezultatul calculului 1006 —297 este egal cu ... .

Rezultatul calculului 208-17 esteegalcu ... .

Rezultatul calculului 12—4-2+3 esteegalcu ... .

Dacéd ab+ac=15 si b+c =35, atunci valoarea numirului a este egaliicu ... .
Rezultatul calculului 5+10+15+...+40 esteegalcu ... .

Suma a trei numere naturale consecutive este 21. Produsul numerelor este egal cu ... .

Numérul zerourilor in care se termini produsul primelor 21 de numere naturale nenule
esteegalcu ... .

Rezultatul calculului 1* +2° este egal cu ... .

Numirul patratelor perfecte din secventa 0, 1,2,3,4,5,6, 7 esteegal cu ... .
Ultima cifrd a numirului 2”° este egalicu ... .

Daci 1+3+5+...+13 = x, atunci valoarea numirului natural x este egalicu ... .
Numdrul patratelor perfecte de dous cifre este egal cu ... .

Dintre numerele a =2* si b =3, mai mic este numarul ... .

Dintre numerele x =2%, y=2%si z=2* cub perfect este numrul ... ..

Daci 2°-4" -8® = 2%, atunci valoarea numirului natural x este egali cu .. .
Numérul natural care impértit la 17 da citul 9 si restul 15 este egal cu ... .

Suma resturilor posibile ale impértirii unui numdr natural la 5 este egald cu ... .

Suma a doud numere naturale este 32. impirtind numirul mai mare la cel mai mic
obtinem cétul 5 si restul 2. Numéarul mai mic este egal cu ... .

Numirul numerelor naturale care impértite Ia 4 dau cétul 3 este egal cu ... .

Un numir natural » da restul 3 la impartirea cu 4. Restul impértirii numirului # la 2
esteegalcu....

Numdrul care impirtit la 7 da catul 9 si restul 5 este egal cu ... .



PARTEA a II-a. La urmitoarele probleme scrieti rezolvirile complete.

B

32.

33,

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44.

Se stie cia + b + ¢ = 7. Calculati:

a)2a+2b+2c; b) 10a+10b+ 10c; ca:131+b-13+c-13+21.
Se stie ci a= 11 i b + ¢ = 8. Calculati:

a) ab + ac; b) 2a+3b+3c; ¢) 10a +9b +9c;

d) ab + ac + 25; e) ab + ac—34; PT1b+7Tc+9a;

Se stie cia + b+ c =23 six=9. Calculati:

a) 14a + 14b + 14c + 14x; b) 2013 — (53a + 53b + 53¢ + 10x);

¢) 349+6a + 6b + 6¢ — 12x; d) 424 —21x+3a+ 3b + 3c;
Calculati, scotind factor comun:

a)13-5+13-21+13-40; b) 437 - 109 —437 - 54 + 437 - 203;
©)49-135-49-27+49-11; d)2011-5+2011-7+2011-49 +2011 ok

Daci x=35 sia + b= 13, calculati:

a)3-xt+7-a+7-b; B) xa + xb—50;
¢)10-x—(4-a+4-b); d) (4a +4b —2x)-(2a + 2b + x).
Calculati numérul x stiind cia— b =6 si:

a)x+3-a—3-b=20; b)x-a—x-b+9a—9b=654;
¢)7-a—T7-b+x=55; d)13+x—(5-a-5-b)=2011.
Daci a, b, ¢ sunt numere naturale astfel incita + b+ c=57si 2a+b+2c=73,

calculati(a +¢)-(5-a+2-b+5-0).

a) Daci a+b=20 si b+c=30, calculati 3a+7b+4c.

b) Daci a+b=33 si a+c=11, calculati 5a+3b+2c.

Stiind ci x +3y =2y+z =14, calculati:

a) x+5y+z; b) 3x+15y+3z; ©) 5x+1ly—2z; d) 5x+19y+2z.
Produsul a doui numere este 672. Mirind unul dintre numere cu 10, produsul devine
992. Determinati cele doud numere.

Produsul a doui numere este 1530. Micsorand unul dintre ele cu 20, produsul devine
850. Determinati cele dous numere.

Produsul a trei numere consecutive este cu 48 mai mare decat produsul primelor doua.
Determinati cele trei numere naturale.

Efectuati:
a) ll+8-{45+4-[3+8-(12-13—8-14)—37]}+1234;

b) (32-15-32-5)+11-12+7-{124-5-[210-2-(23-17-24-12) |}
o 12+12-{12+12-[12+12-(12-12—122)]}+12-12;

@) [100-3-(13-19-12-18)]-{1+2-[3+4-(5+6-D]};

e 2483—23-[15+5-(127—119)]+32-[178—5-(345—328)];

P {[19-6-107+12-8]- 2176} +[5467-16-(324-319)].

a) Determinati numerele naturale n, pentru care g+ g"t 1= 18- 2200
b) Determinati numerele naturale n,penmlcaregﬂ+9n+l —10-3%2

B MATEMATICA — Evaluarea Nationala

—h
)



B  M.PERIANU * C. STANICA ¢ |. BALICA * C. MIINESCU « C. LAZAR

d
N

¢) Determinati numerele naturale », pentru care 6" + 6" > =217 - 6>.
d) Determinati numerele naturale #, pentru care 7" "'+ 7"*2=8 - 7'".

a) Aratati cd numarul a =2003 +2 - (1 + 2 + ... +2002) este patrat perfect.
b) Aratati ca numarul b= 1+3 +5 + ... + 2011 este patrat perfect.
¢) Aratati ca numarul a =81 +2 - 81 +3 - 81 +... +49 - 81 este patrat perfect.

a) Cate pitrate perfecte se gasesc intre numerele 100 si 1000 ?
b) Cate numere naturale patrate perfecte se afla intre 2000 si 3000?

Aritati ci numerele naturale, de forma 5 - (n+ 1) + 6" "2+ 1001"** + 5, nu pot fi
patrate perfecte, pentru orice valoare a numarului natural #.

Un numir natural este de 7 ori mai mare decét alt numar natural. Care sunt cele doud
numere, stiind ¢ cel mare este mai mare decét 86 si mai mic decat 94?

Un numar natural este de 9 ori mai mare decét alt numar natural. Care sunt cele doud
numere, stiind ci cel mare este mai mare decat 140 si mai mic decat 149?

Un numdr natural este de 13 ori mai mare decét alt numér natural. Care sunt cele doud
numere, stiind cé cel mare este mai mare decat 140 si mai mic decat 155?

a) Determinati toate numerele naturale care impéartite la 6 dau catul 13.
b) Determinati toate numerele naturale care impértite la 9 dau catul 103.
¢) Determinati toate numerele naturale care impartite la 7 dau catul 32.

Suma a trei numere naturale este 121. impartind primul numér la al treilea obtinem
catul 10 si restul 5, iar impértind al doilea numar la al treilea obtinem catul 5 i restul 4.
Determinati cele trei numere.

Suma a trei numere naturale este 135. impirtind primele doui numere la al treilea
obtinem céturile 12 i 31, iar resturile 1 si respectiv 2. Determinati numerele.

Un numir este cu 72 mai mare dect alt numar. impirtind suma lor la diferenta lor
obtinem cétul 5 si restul 2. Determinati cele doud numere.

a) Aflati toate numerele naturale nenule care impartite la 7 dau restul egal cu catul.
b) Aflati numerele naturale nenule care impértite la 15 dau restul egal cu dublul catului.
¢) Calculati suma numerelor naturale care impértite la 8 dau catul 5.

Suma a trei numere naturale a, b, ¢ este 232. impirtind a la b obtinem catul 14 si restul
5, iar impartind pe b la c obtinem catul 7 si restul 1. Determinati numerele.

Suma a trei numere naturale este 297. Impirtind primul numér la al doilea  obtinem
catul 2 si restul 25, iar impartind primul numar la al treilea obtinem catul 11 si restul
8. Determinati cele trei numere.

Diferenta a dou numere naturale este 139. Impartind numérul mai mare la dublul
numdrului mai mic obtinem restul 6 si catul 10. Determinati numerele.

Suma a doud numere naturale este 334. Impirtind numarul mai mare la triplul
numdrului mai mic obtinem catul 36 si restul 7. Determinati numerele.

Diferenta a dous numere naturale este 149. impiartind numarul mai mare la jumitatea
numérului mai mic obtinem catul 16 si restul 9. Determinati numerele.



